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R&urn6 
Un plan arithmetique est l’ensemble des points (x, y, z) de Z3 qui verifient les inegalitts 
p 6 ax + by + cz < p + w oti tous les parametres ont entiers et w > 0. Nous montrons que, 
pour w = 1 a 1 + 1 b ( + 1 c 1, un plan est muni canoniquement d’une structure de variete combina- 
toire de dimension 2 connexe, orientable, sans bord, dont les faces sont des quadrilateres et les 
sommets les points du plan. Ce resultat est de quelque inter&t en imagerie tridimensionnelle. 
Abstract 
An arithmetic plane is the set of points (x, y, z) in Z3 satisfying the inequalities 
p < LZX + by + cz < p + w, where all parameters are integers and w > 0. We show that for 
w = I a ( + 1 b ( + 1 c 1, a plane can be furnished with a canonical structure of a two-dimensional, 
connected, orientable combinatoric manifold without boundary, whose faces are quadrangles 
and whose vertices are points on the plane. This result is of interest in three-dimensional 
computer imaging. 
0. Summary in English 
An arithmetic plane is the set of points (x, y, z) of Z3 satisfying the inequalities 
p < ax + by + cz < p + w, 
where all parameters are integers and w > 0. For c = 0 it defines an arithmetic line in 
H2. The parameter w is called the (arithmetic) width of the plane or the line. These lines 
are basic in the arithmetical geometry introduced and studied by Jean-Pierre Reveilles 
[16]. He has shown that the topological properties of a line L are controlled by its 
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width in the following way: 
if w c max(l a 1, 1 b I) then L is not g-connected, 
if max( I a 1, Ib I) d w < la I + I b I then L is a g-connected and not 4-connected curve, 
if w 3 I a I + (b I then L is 4-connected, 
if w = I a ) + I b ( then L is a Jordan curve, i.e. each point of L has exactly two 
4-neighbors in L. 
The used connectivity notions are those of the two-dimensional computer imagery: 
two distinct points (x, y) and (x’, y’) in 2’ are 8-neighbors (resp. I-neighbors) iff 
lx-x’I< 1, IY-Y’IG.1, lx - x’ l + l y - y’ I 32 2 (resp. 1). 
A k-connected path (k = 4 or 8) of extremities P and Q in a set X of points of E2 is 
a sequence (P,, PI, . . . . P,) of points of X such that P = PO, P, = Q and Pi and Pi+ 1 
are k-neighbors for i = 0, 1, . . . , II - 1. A subset X of Z2 is called k-connected iff for 
each pair of points P and Q in X there exists a k-connected path in X whose 
extremities are P and Q. 
The aim of this paper is to give a partial answer to the question: How does the width 
of an arithmetic plane control its topology? The connectivity is the classical 6- 
connectivity of the three-dimensional computer imagery: Two distinct points (x, y, z) 
and (x’, y’, z’) in Z 3 are &neighbors iff 
Ix-x’I+ly-y’I+lz-z’)<l. 
The definition of the connectivity of a subset of Z2 holds in E3 by using the 6-connectivity. 
The notion of surface is that of two-dimensional combinatorial manifold without 
boundary in the classical combinatorial topology. Let G be a graph and let F be a set 
of elementary cycles of G, i.e. circular permutations (Vi, V2, . . . , V,), k > 2, up to the 
sign, of vertices of G such that Vi # I’j if i # j and any pair { Vi, Vi+ r} is an edge of G, 
i= 1,2,..., k - 1, and { Vr, Vk} also. Such a cycle is called a face. Two faces are 
adjacent iff they share an edge. An umbrella at a vertex V of G is a circular 
permutation, up to its sign, of faces of F, (F, , F2, . . . , Fk), k > 1, all sharing V, and such 
that Fi and Fi+ I are adjacent, for i = 1,2, . . . , k - 1, and also F1 and Fk. 
The pair (G, F) is called (see e.g. [12]) a two-dimensional combinatorial manifold 
without boundary of graph G iff the two following conditions are satisfied: 
(i) any edge of G belongs to exactly two cycles of F, 
(ii) any vertex of G belongs to exactly one umbrella of F. 
The manifold (G, F) is called connected iff G is connected. 
In this paper we consider an arithmetic plane n of width w = ) a I + I b I + 1 c I. Let 
G be the graph of the 6-connectivity relation in II, let F be the set of squares, e.g. cycles 
of 4 vertices, of G. The main result of this paper is: the pair (G, F) is a two-dimensional 
combinatorial connected manifold without boundary. We also show how the value of 
the linear form ax + by + cz determines the umbrella at the point (x, y, z). We show 
that there are at most seven different umbrellas in a given plane. We also show that 
this manifold is orientable and that G is a planar graph. 
These results are interesting for the three-dimensional computer imagery. 
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1. Introduction 
Les plans arithmttiques ont ttk introduits par Jean-Pierre Reveillb au tours de ses 
travaux sur les droites arithmttiques [16]. Une droite disc&e est dCfinie comme 
l’ensemble D des points (x, y) de B2 qui vlrifient les inCgalitCs 
p d ax + by < p + w, 
oh a, 6, p, w sont entiers et w > 0; le paramktre w est appelt l’tpaisseur (arithm&que) 
de D. I1 est montrk dans [16] que l’tpaisseur gouverne les proprii?t&s topologiques de 
D de la faGon suivante: 
si w < max() a 1, 1 b I) alors D n’est pas %connexe, 
si max( 1 a 1, ) b I) d w < I a 1 + 1 b I alors D est 8-connexe et non 4-connexe, 
si w >, I a 1 + ) b I alors D est 4-connexe, 
si w = 1 a ) + I b I alors D est une courbe de Jordan, i.e. tout point de D a exactement 
deux 4-voisins dans D. 
Les notions de connexitk utiliskes ici sont celles en vigueur en imagerie disc&e (dite 
aussi digitale) bi-dimensionnelle: deux points (x, y) et (x’, y’) distincts de iZ2 sont 
8-uoisins (resp. 4-voisins) ssi 
I x - x’ 1 d 1, IY --‘I d 1, lx - x’l + ly - y’l d 2 (resp. 1); 
un chemin k-connexe (k = 4 ou 8) dans un ensemble X de points de H2 d’extrtimitds 
Pet Qestunesuite(P,,P,,..., I’.) de points de X telle que P = PO, P, = Q et Pi et 
Pi+ 1 sont k-voisins pour i = 0, 1 , . . . , n - 1; une partie X de Z2 est dite k-connexe ssi 
pour tout couple de points P et Q de X il existe un chemin k-connexe d’extrtmitCs P et 
Q dans X. 
Nous utiliserons les notions analogues en reprksentation disc&e tri-dimension- 
nelle: deux points (x, y, z) et (x’, y’, z’) distincts de Z3 sont dits 26-uoisins (resp. 
I8-voisins, 6-voisins) ssi 
Ix - X’I < 1, IY-Y’ld 1, lz-z’l< 1, 
Ix-x’l+ly-y’I+)z-z’I<3(resp.2,1); 
la notion de k-connexitt (k = 26, 18 ou 6) est dSinie comme en dimension 2. Cette 
notion de k-voisin d&nit un graphe sur toute partie de Z3 que nous appelerons graphe 
de k-connexitP. 
La question de l’extension en dimension 3 de ces notions se pose de faGon naturelle. 
La question des plans a Cti abordCe dans [16, 1,4] (on trouvera dans ce dernier article 
des rCf&rences d d’autres travaux sur des plans discrets). Un plan arithmttique est dkfini 
comme ttant l’ensemble II des points (x, y, z) de iZ3 qui vCrifient les i&galitCs 
p<ax+by+cz<p+w 
oh tous les paramktres ont entiers et w > 0. Le paramktre w est appelk l’tpaisseur 
(arithmkique) de ZZ. Par translation et par l’utilisation de l’une des 48 symktries du 
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cube on peut aisement se ramener a l’etude du plan 0 < ax + by + cz < w, avec 
0 < a < b d c, c > 0 et a, b, c premiers entre eux, ce que now ferons dortnavant. Pour 
tout point P = (x, y, z) on notef( P) la valeur de la forme lineaire de vecteur (a, b, c) au 
point P, i.e.f(P) = ax + by + cz. 
Andrb [l] a ensuite introduit la notion de k-trou dans Zl: un k-trou, k = 6, 18 ou 
26, est en couple (T, U) de points de Z 3, k-voisins et non I-voisins pour I < k, verifiant 
f(T) < 0 etf( U) > 0. La partie du resultat de [l] qui nous inttresse ici est la suivante: 
a + b + c est la plus petite valeur de w pour laquelle n est 6-connexe sans presence de 
26-trou. Les plans d’tpaisseur supirieure a cette valeur sont dits @ais. 
Debled et Reveilles [4] Ctudient le plan dit nagd’epaisseur c; il est prouve dans les 
travaux d’E. Andrbs [l] que c est la plus petite valeur de w pour laquelle fl est 
18-connexe sans 6-trou. 
La question gtnerale que nous nous posons en dimension 3 est: comment 
l’epaisseur d’un plan arithmetique gouverne-t-elle sa topologie? La topologie con- 
sideree ici est la topologie combinatoire; nous utilisons sa notion de variete combina- 
toire de dimension 2, ainsi dtfinie. 
Soit G un graphe et soit F un ensemble de cycles elementaires de G, i.e. de 
permutations circulaires (VI, V2, . . . , V,J, k > 2, definies au signe p&s, de sommets de 
G tels que Vi # Vj si i # j et toute paire { Vi, Vi+ 1 } est une a&e de G, 
i = 1, 2, . . . . k - 1, ainsi que { I/, , Vk}. Un tel cycle est appele uneface. Une a&e (resp. 
un sommet) dune face est dite incidente (resp. incident) A cette face, qui est aussi dite 
incidente i tout sommet incident et toute a&e incidente. On dit que deux faces sont 
adjacentes ssi elles sont incidentes a une meme a&e. On appelle ombrelle en un 
sommet V de G une permutation circulaire, definie au signe pres, de faces de F, 
(F,, Fz, . ..> Fk), k > 1, toutes incidentes a V et telles que Fi et Fi+ 1 sont adjacentes, 
pour i = 1,2,..., k - 1, ainsi que F1 et Fk. 
On dit (cf. p.ex. [12]) que le couple (G, F) est une uariPtt combinatoire suns bord de 
dimension 2 de I-squelette (ou graphe) G ssi les deux conditions suivantes ont verifiees: 
(i) tout arete de G est incidente a exactement deux cycles de F, 
(ii) tout sommet de G est incident a exactement une ombrelle de F. 
La variett (G, F) est dite connexe si G l’est. 
Dans le present ravail nous Ctudions la topologie du plan arithmetique d’epaisseur 
a + b + c (de facon toute generale: 1 a ) + 1 b 1 + 1 c I), que nous appelons plan non @ais 
suns trou. Le principal resultat de cet article est le suivant (Theo&me 3.1): ce plan est 
muni canoniquement dune structure de variete combinatoire de dimension 2 sans 
bord dont les sommets ont ses points et ses faces sont des cycles de longueur 4 de son 
graphe de 6-connexitt. Ces cycles sont appelb car&s. 11 est a noter que ces cycles sont 
“les plus petits possibles” dans ce graphe. Nous montrons de plus que cette variett est 
connexe, orientable et que son 1-squelette, c’est-a-dire son graphe de 6-connexitt, est 
un graphe planaire. Enfin il est montrt que les plans arithmetiques d’epaisseur 
differente de (a + b + c) ne peuvent pas Ctre des varietb avec de telles faces. L’ttude 
des ombrelles est mente en detail; un resultat obtenu est qu’il y a au plus 7 ombrelles 
distinctes dans un plan non epais sans trou. Toutes les preuves sont elementaires. 
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Ces resultats sont interessants a deux titres: 
(i) sur le plan mathtmatique, on peut percevoir une sorte d’analogue discret de la 
topologie usuelle du plan euclidien; il constitue un cas particulier des varietb combi- 
natoires quadrangulables introduites en imagerie dans [6,7]; il permet l’utilisation de 
mtthodes et de resultats connus [13, 81; il permet de definir un disque topologique 
planaire, done toute variete combinatoire de dimension 2 dans Z 3 a faces planes, avec 
ou sans bord, orientable ou non, en particulier des polyedres discrets a faces planes; il 
incite a poursuivre la recherche d’analogues discrets de theoremes de topologie 
euclidienne, par exemple du theoreme de Jordan, dont on connait des analogues dans 
Z* et Z3 [17,14,10,9]; 
(ii) sur le plan algorithmique et pour l’imagerie, il permet d’tviter de considerer le 
discret comme une approximation du continu, il permet d’utiliser des operateurs, des 
algorithmes, des structures de donnees et des methodes operatoires eprouvis [2], ainsi 
que la linearisation effective de donnees disc&es en imagerie tri-dimensionnelle 
comme l’imagerie medicale [3]; ce point est dtveloppt dans [S-7]. 
La Section 2 prtsente les definitions et des lemmes utilises dans la suite. Dans la 
Section 3 nous etudions les configurations locales des 6-voisins et certains 18-voisins 
des points d’un plan non epais sans trou; nous en concluons qu’un tel plan est une 
variett combinatoire de dimension 2 connexe sans bord dont les sommets sont les 
points du plan et les faces sont des car&. A la Section 4 nous montrons de facon 
purement discrete l’orientabilitt de cette variete, et nous montrons la planarite de son 
I-squelette. Nous concluons a la Section 5 par la presentation de plusieurs problemes 
ouverts, notamment l’extension des resultats de cet article au plan d’epaisseur quelconque. 
2. DCfinitions et lemmes 
Les notions de plan et droite arithmttiques et d’tpaisseur arithmetique, ainsi que 
celle de variete combinatoire de dimension 2 sans bord, ont tte definies dans 
l’introduction. Rappelons que nous nous ramenons par translation et symetrie du 
cube aux plans de forme lineaire f(x, y, z) = ax f by + cz, avec les conditions a, b, c 
entiers premiers entre eux, 0 < a < b G c et 0 < c. On est rament a l’etude de 
l’ensemble n des points (x, y, z) de Z 3 verifiant 0 d f(x, y, z) < w. Dans cette section 
nous introduisons quelques definitions geometriques suppltmentaires, quelques 
lemmes techniques et des definitions relatives aux varittes combinatoires. 
Commencons par rappeler un lemme classique en arithmetique, consequence de 
l’hypothese PGCD(a, b, c) = 1. 11 nous assurera l’existence de solutions aux inegalites 
definissant un plan. 
Lemme 2.1. Pour tout r dans Z et tout triplet d’entiers a, b, c non tous nuls et premiers 
entre eux, l’tquation ax + by + cz = r admet une solution. 
Un second lemme, evident, permettra de tester l’inclusion dun ensemble de points 
dans un plan. 
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Lemme 2.2. Soit f une forme lintaire sur Z 3; pour une partie X de Z 3 notons M(X) (resp. 
m(X)) le maximum (resp. minimum) de la forme f sur X. La partie X est in&se dans le 
plan d’ipaisseur w ssi 0 < m(X) et M(X) < w. 
De ces deux lemmes on deduit trivialement le 
Lemme 2.3. I1 existe un point P et son translati par le vecteur (1, 1,1) dans un plan 
d’Cpaisseur w ssi w > a + b + c. 
Quelques definitions giomttriques seront utiles. Nous appelons plan orthotrope un 
plan de Z 3 parallele a un plan du rep&e et d’epaisseur 1. On note par plan xy (resp. yz, 
zx) un plan orthotrope parallele an plan z = 0 (resp. x = 0, y = 0). Une droite 
orthotrope est l’intersection de deux plans orthotropes; nous appelons axe x (resp. y, z) 
une droite orthotrope parallele a l’axe des x (resp. y, z). 
Pour tout point P = (x, y, z) nous introduisons 
Est(P) = (x + 1, y, z), Ouest(P) = (x - 1, y, z), Nerd(P) = (x, y + 1, z), 
Sud(P) = (x, y - 1, z), Haut(P) = (x, y, z + l), Bas(P) = (x, y, z - 1). 
Abordons maintenant des definitions de topologie combinatoire. Une arete (resp. 
un cart+) dun graphe de 6-connexite est dite dans un ou d’un plan L’ ssi tous ses 
sommets ont dans n. 11 est clair que tout carre est dans un plan orthotrope. On dit 
qu’on oriente une face dune variett combinatoire de dimension 2 sans bord (G, F) ssi 
on distingue une des deux permutations circulaires qui la dtfinissent. On dit qu’on 
oriente par adjacence une face F1 de F adjacente a une face orientee F2 ssi on oriente 
F1 de facon a ce qu’une arCte commune donnee de F1 et F2 soit orientee dans F1 de 
facon opposee a son orientation dans F2 . On dit qu’on transporte par adjacence 
l’orientation d’une face H de F A une autre face H’ de F ssi, pour une suite 
(P,, Pz, .a., Fk) de faces de F telles que F1 = H, Fk = H’, Fi et Fi+l sont adjacentes, 
pour i= 1,2,..., k - 1, on oriente par adjacence Fi+ 1 A partir de Fi pour tout 
i = 1,2, . . . . k - 1. On dit que la variete (G, F) est orientable ssi pour toute face H et 
pour tout transport par adjacence de son orientation on revient en H avec la mtme 
orientation. Une variete orientable est dite orient&e ssi on distingue une orientation 
dune quelconque de ses faces. 
3. Le. plan non dpais sans trou est une vari&d combinatoire 
Avec les definitions et hypotheses des Sections 1 et 2 une suite de lemmes permet de 
verifier que les car&s dun plan non epais sans trou satisfont aux deux conditions de-la 
definition dune varieti combinatoire de dimension 2 sans bord (Propositions 3.1 
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et 3.2). Ce qui conduit au principal resultat de ce travail: 
ThCorZme 3.1. Tout plan non tpais sans trou est une vari& combinatoire connexe 
sans bord de dimension 2 dont les sommets sont les points du plan et les faces sont des 
car&. 
3.1. Etude des car& d’un plan 
Lemme 3.1. Soit 17 un plan d’t?paisseur w. On a w >, 2a (resp. 2b, 2c) ssi tout point de 
II est incident h une a&e de Il d’axe x (resp. y, z). 
Preuve. Faisons la preuve pour l’inegalite w 2 2a, les autres cas etant traitables de la 
m&me facon. 
Supposons w 2 2a et soit P un point de n. Si S(P) > a alors on a 
0 Gf(Ouest(P)) =f(P) - a <f(P) < w, done Ouest(P)c Il. Si f(P) < a alors on 
a 0 <f(Est(P)) =f(P) + a < w, done Est(P)ElI. Done soit (P, Est(P)) soit {P. 
Ouest(P)} est une a&e de lI d’axe x. 
Reciproquement, supposons w < 2a. Soit P~17 tel que f(P) = a - 1 qui existe 
d’apres le Lemme 2.1. 11 n’existe pas d’arete incidente a P dans ZI. En effet, on 
af(Ouest(P)) =f(P) - a < 0 etf(Est(P)) = 2a - 1 2 w. 0 
Exemples. (1) Le plan 0 < x + y + z < 1 ne contient aucune a&e. 
(2) Le plan 0 d x + y + z < 2 contient une artte incidente a tout point sur tout 
axe. 
(3) Considerons le plan 0 f 2x + 3y + 62 < 3; sif(P) = 0 ou 2 alors P est incident 
a une a&e du plan; sif(P) = 1 alors P n’est incident a aucune a&e du plan. 
Lemme 3.2. Soit ll un plan d’epaisseur w. On a w > a + b (resp. b + c, c + a) ssi il 
existe un carrC de Il de plan xy (resp. yz, zx). 
Preuve. Faisons la preuve pour la premiere intgalite, les autres etant traitables de la 
meme facon. 
Supposons w > a + b. 11 existe P Clement de II tel quef(P) = 0 (d’apres le Lemme 
1.1); alors on a f(Est(P)) = a, f(Nord(P)) = b, f(Nord(Est(P))) = a + b; ces trois 
points sont aussi dans II d’apres l’hypothese t dans un m&me plan xy. 
Reciproquement, si le carrt forme des points P, Est(P), Nerd(P) et Nord(Est(P)), 
qui est de plan xy, est dans un plan, l’epaisseur de celui-ci est suptrieure ci a + b par le 
Lemme 2.2. q 
Exemples. (1) Considerons le plan 0 d 2x + 3y + 62 < w. Pour w < 6 il existe dans 
ce plan une a&e incidente a tout point, mais aucun carre. Pour w = 6 il existe dans ce 
plan un car& incident a tout point ou la forme prend les valeurs 0,2,3 et 5, et aucun 
incident a tout autre point. 
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(2) Le plan 0 < x + y + z < 3 contient au moins trois at&es incidentes a tout 
point, et chaque a&e est incidente a deux carrb du plan. Cet exemple illustre aussi le 
lemme suivant. 
Lemme 3.3. Soit ll un plan d’ipaisseur w. On a w 3 a + b + c ssi toute a&e de Il est 
incidente d deux carrts de Il. 
Preuve. La partie directe est traitee d’abord. Supposons w 2 a + b + c. D’aprb le 
Lemme 3.1 il existe pour tout point P du plan une a&e (P, Q}, oti on peut supposer 
f(Q) >f(P), Pro&dons alors cas par cas selon les axes. 
Cas 1: L’arete est d’axe x, i.e. Q = Est(P): 
Cas 1.1: Si on a 0 <f(P) < b alors X = {P, Q, Nerd(P), Haut(P), Nord(Est(P)), 
Haut(Est(P))} est forme des sommets de deux carres de IZ incidents a {P, Q} d’apres le 
Lemme 2.2. En effet, M(X) =f(P) + a + c, done on a 0 <f(P) d M(X) < 
a + b + c < w, et m(X) =f(P) (voir la Fig. 1). 
Cas 1.2: Si on a b <f(P) < c, alors X = {P, Q, Nerd(P), Sud(P), Nord(Est(P)), 
Sud(Est(P))} est formt de deux car& de Z7 incidents a {P, Q} d’apres le Lemme 2.2. 
En effet, M(X) =f(P) + a + b, done on a 0 <f(P) G M(X) < a + b + c G w, et 
m(X) =f(Sud(P)) =f(P) - b, done 0 < m(X) < w (voir la Fig. 2). 
Cas 1.3: Si on a c <f(P) < w - a, alors X = {P,Q, Sud(P), Bas(P), Bas(Est(P)), 
Sud(Est(P))} est forme de deux car& de I7 incidents A {P, Q} d’apres le Lemme 2.2. 
En effet, M(X) =f(P) + a, done on a 0 <f(P) < M(X) < w, et m(X) =f(P) - c, done 
0 < m(X) < w (voir la Fig. 3). 
Fig. 1. Vue “en perspective” des deux carrks du 
cas 1.1. 
-a P Y Q Bas(P) X 
Fig. 3. Vue “en perspective” des deux car& du 
cas 1.3. 
Fig. 2. Vue “en perspective” des deux car& du 
cas 1.2. 
Fig. 4. Vue “en perspective” des deux car& du 
cas 2.1. 
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Fig. 5. he “en perspective” des deux carrts du 
cas 2.2. 
Fig. 6. Vue “en perspective” des deux car& du 
cas 2.3. 
Fig. 7. Vue “en perspective” des deux car& du 
cas 3.1. 
Fig. 8. Vue “en perspective” des deux car& du 
cas 3.2. 
Cas 2: L’arete est d’axe y, i.e. Q = Nerd(P). La preuve est analogue avec trois cas 
illustres par les Figs. 4-6. 
Cas 2.1: Si on a 0 <f(P) < a, alors les deux carres de la Fig. 4 sont dam TZ. 
Cas 2.2: Si on a a <f(P) < c, alors les deux car& de la Fig. 5 sont dans Il. 
Cas 2.3: Si on a c <f(P) < w - b, alors les deux car& de la Fig. 6 sont dans 17. 
Cas 3: L’arete est d’axe z, i.e. Q = Haut(P). La preuve est analogue avec trois cas 
illustrts par les Figs. 7-9. 
Cas 3.1: Si on a 0 <f(P) < a, alors les deux car& de la Fig. 7 sont dans Z7. 
Cas 3.2: Si on a a <f(P) < b, alors les deux car& de la Fig. 8 sont dans Il. 
Cas 3.3: Si on a b <f(P) < w - c, alors les deux car& de la Fig. 9 sont dans II. 
La partie directe est dtmontrte. 
Reciproquement, supposons w < a + b + c. Nous allons montrer que soit il n’y 
a pas de carre dans TZ, soit il existe une arete de TZ incidente a aucun ou A un seul carre 
de n. Remarquons l’inegalite 0 < a + b, sauf pour a = b = 0 auquel cas le resultat est 
trivial. Si w < a + b alors il n’y a pas de carre dans n d’aprb le Lemme 3.2. 
Supposons done w > a + b. Soit TeZ3 tel quef(T) = - 1 (le Lemme 2.1 en assure 
l’existence). Soit U le translate de T par le vecteur (1, 1,l); on af(V) = a + b + c - 1. 
De l’hypothese on deduit que U n’est pas dans n (i.e. (T, U) est un 26-trou de TI). On 
a f‘(Nord(T)) = b - 1 et f(Nord(Est(T))) = a + b - 1; ces deux entiers sont non 
ntgatifs g&e A l’inegalite a + b > 0 et strictement inferieurs a w par l’hypothese n 
tours. En consequence, l’arete {Nerd(T), Nord(Est(T))} est dans 17.11 suffit alors de 
montrer qu’il n’existe pas deux cart& incidents h cette arete. 
Supposons qu’il en existe deux; ce ne peuvent &tre ceux incidents a T ou U; il y en 
a done un qui est incident a R = Bas(Nord(T)). Mais on af(R) = b - c - 1 qui est 
strictement nkgatij done R n’est pas dans n; il existe done au plus un carre de 
TZ incident a l’arete {Nerd(T), Nord(Est(T))}. Ce qui termine la riciproque. 0 




Fig. 9. Vue “en perspective” des deux carrts du Fig. 10. Illustration pour la preuve du Lemme 
cas 3.3. 3.4. 
Lemme 3.4. Soit Il un plan d’dpaisseur w. On a w > a + b + c ssi il existe we ahe de 
Il incidente h trois car& de Il. 
Preuve. Commencons la preuve par la partie directe. Supposons w > a + b + c. Soit 
P ELI tel quef(P) = b (existence assuree par le Lemme 2.1); soit Q = Est(P); consider- 
ons les trois cart% incidents a P et Q et incidents respectivement aux a&es 
{P, Nerd(P)}, {P, Sud(P)}, {P, Haut(P)} ( voir la Fig. 10). Soit X l’ensemble des 
sommets de ces trois car&. Le minimum defsur X est 0, le maximum est a + b + c. 
Par le Lemme 2.2 ces trois car& sont dans n. 
Reciproquement, soit {P, Q} une a&e de n (on peut supposer f(Q) >f(P)), et 
soient trois carres incidents a cette artte. Ntcessairement deux des trois sont dans un 
m&me plan orthotrope. On verifie aisement que dans tous les cas possibles pour ces 
trois carrts il existe dans l’ensemble de leurs sommets deux sommets de difference le 
vecteur (1, l,l). Le Lemme 2.3 conclut qu’alors on a w > a + b + c. 0 
Des deux lemmes precedents on deduit la proposition suivante. 
Proposition 3.1. Vn plan Il est non kpais suns trou ssi toute a&e de L’ est incidente 
d exactement deux carrts de Il. 
3.2. Etude des ombrelles d’un plan non 6pais suns trou 
Appelons configuration locale en un point P dune partie X de Z3 l’ensemble des 
points des car& de X incidents a P. Deux configurations locales sont dites opposbes 
ssi elles sont symetriques dans une symetrie centrale. Nous nous interessons eulement 
aux configurations locales X telles que toute a&e de X incidente a P est incidente 
a exactement deux carris de X. Introduisons tout d’abord une typologie: nous 
appelons type de la conjiguration locale en un point P (ou type de P, ou type de 
l’ombrelle en P quand la configuration locale est une ombrelle) l’un des cas suivants. 
Nous appelons coin entrant la configuration locale formee de trois carres, un dans 
chaque plan orthotrope, incident chacun d deux points parmi Nerd(P), Est(P) et 
Haut (P) (voir la Fig. 11). 
Nous appelons coin saillant la configuration opposte au coin entrant (voir la 
Fig. 12). 
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Nous appelons pli entrant la configuration formte de quatre car& dans deux plans 
orthopropes distincts, tous les 6-voisins de P ttant incidents a l’un d’eux sauf &d(P) et 
Bas(P) (voir la Fig. 13). 
Now appelons pli saillant la configuration opposee au pli entrant (voir la Fig. 14). 
Nous appelons replat la configuration formte de quatre carrb dans le plan xy (voir 
Fig. 15). Un replat est son propre oppose. 
Nous appelons co1 entrant la configuration formee de cinq carres, trois dans le plan 
xy, un dans chacun des deux autres plans orthotropes, tous les 6-voisins de P sauf 
Bas(P) etant incidents a l’un d’eux (voir la Fig. 16). 
Nous appelons col saillant la configuration opposte au co1 entrant (voir la Fig. 17). 
Nous appelonsjeur la configuration locale formee de six carres formant une seule 
z 
B Y X 
Fig. 1 I. Vue “en perspective” d’un coin entrant. 
z 
& Y X 




Fig. 15. Vue “en perspective” d’un replat. 
z 
Y e X 
z 
El7 Y X 
Fig. 12. Vue “en perspective” d’un coin saillant. 
z 




Fig. 16. Vue “en perspective” d’un col entrant. 
z 
4B Y X 
Fig. 17. Vue “en perspective” d’un co1 saillant. Fig. 18. Vue “en perspective” d’une flew. 
170 J. Franpn / Theoretical Computer Science 156 (1996) 159-176 
Fig. 19. Vue “en perspective” d’une bi-poutre. 
ombrelle, deux carres adjacents n’etant pas dans le meme plan orthotrope (voir la 
Fig. 18). Une flew est son propre oppose. 
Nous appelons bi-poutre la configuration formte de six cart-es, une seule ombrelle et 
ayant deux cart-es adjacents dans le plan xy et deux autres adjacents dans le plan yz 
(voir la Fig. 19). 
Nous appelons bi-coin la configuration qui est la reunion dun coin entrant et d’un 
coin saillant. 
Nous laissons au lecteur la preuve (elementaire) du 
Lemme 3.5. Aux 48 symetries du cube prts, toute conjiguration locale telle que toute 
a&e de la configuration soit incidente d exactement deux car& est soit un coin, soit un 
pli, soit un col, soit le replat, soit la jeur, soit la bi-poutre, soit le bi-coin. 
Revenons maintenant au plan non Cpais sans trou. Le Lemme 3.3 fournit aisement 
tous les cart-es incidents a un point dun tel plan. Nous allons montrer qu’il n’y a que 
huit (cinq aux symetries du cube p&s) configurations locales possibles dans l’ensemble 
de tous les plans non epais sans trou, et au maximum sept (quatre aux symetries du 
cube prb) dans un m&me plan. 
Proposition 3.2. Soit ll un plan non &pais sans trou, i.e. d’ipaisseur w = a + b + c. Soit 
PEZI. Posons m = min(c, a + b) et M = max(c, a + b). Alors on a: 
(1) si 0 <f(P) < a alors P est un coin entrant; 
(2) si a <f(P) < b alors P est un pli entrant; 
(3) si b <f(P) < m alors P est un co1 entrant; 
(4) si m G f (P) < M et m = c alors P est une jeur; 
(5) si m <f(P) < M et M = c alors P est un replat; 
(6) si M <f(P) < a + c alors P est un co1 saillant; 
(7) si a + c <f(P) < b + c alors P est un pli saillant; 
(8) si b + c <f(P) < a + b + c alors P est un coin saillant. 
Preuve. Reprenons la preuve du Lemme 3.3. On y voit tous les cas de deux carres de 
Il incidents a une arete {P, Q} en fonction deS(P) pour Q = Est(P) (resp. Nerd(P), 
Haut(P)). Pour obtenir tous les cas de deux carres de 17 incidents a P en fonction de 
f(P) il suffit de rajouter les cas od l’ar&te d’incidence st {P, Q’} pour Q’ = Ouest(P) 
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(resp. Sud(P), Bas(P)). On trouve evidemment, pour Q’ symetrique de P par rapport 
a un plan orthotrope, les car& symetriques de l’arete {P, Q} dans la mCme symetrie. 
Ce qui donne: 
pour a d f(P) < a + b les symetriques des carres de la Fig. 1 par rapport au plan yz, 
pour a + b <f(P) < a + c les symetriques des car& de la Fig. 2 par rapport au 
plan YZ, 
pour a + c <f(P) < b + c les symetriques des car& de la Fig. 3 par rapport au 
plan YZ, 
pour b d f(P) < a + b les symttriques des carrb de la Fig. 4 par rapport au plan xz, 
pour a + b <f(P) < a + b + c les symetriques des car& de la Fig. 5 par rapport 
au plan xz, 
pour b + c d f(P) < a + b + c les symttriques des car& de la Fig. 6 par rapport au 
plan xz, 
pour c d f(P) < a + c les symetriques des car& de la Fig. 7 par rapport au plan xy, 
pour a + c <f(P) < c + b les symetriques des carres de la Fig. 8 par rapport au 
plan XY, 
pour b + c <f(P) < a + b + c les symetriques des car& de la Fig. 9 par rapport au 
plan xy. 
En rassemblant ous ces resultats on trouve les huit configurations locales de 
l’enonct en fonction def(P). 0 
Remarques. (1) Tous les 6-voisins d’un point dun plan non tpais sans trou qui sont 
dans ce plan appartiennent a la configuration locale du point, mais ce n’est pas le cas 
de tous les 18-voisins. 
(2) Un plan etant don& on constate que fleur et replat s’excluent. Done au 
maximum sept configurations cohabitent dans un meme plan. Un exemple quelcon- 
que avec a, b et c deux a deux distincts et non nuls et avec c different de a + b montre 
que ce maximum est atteint. Pour d’autres valeurs de a, b et c certaines configurations 
sont absentes; pour a = 0 c’est le cas des deux coins; pour a = b c’est le cas des deux 
plis; pour b = c ou a = 0 c’est le cas dex deux ~01s; pour c = a + b c’est le cas de fleur 
et replat. On constate que fleur et replat sont chacun leur propre oppose, au contraire 
des autres configurations deux a deux opposees. 
(3) On peut considirer comme intuitif qu’un point bi-coin ne puisse exister dans un 
plan non epais sans trou. Mais il est plus remarquable qu’un point bi-poutre ne puisse 
y exister non plus. Un tel point peut apparaitre, par exemple, sur la surface d’un objet 
formt de voxels en imagerie medicale; il sera alors un “point singulier” pour une 
notion de “variete differentiable discrete” developpee a partir dune notion de “plan 
tangent” non epais sans trou. 
(4) L’analogue en dimension 2 de cette proposition est beaucoup plus simple. Pour 
les droites definies par les inegalites 0 < ax + by < a + b, avec 0 < a < b, 0 < b, a et 
b premiers entre eux, les configurations locales sont au nombre de trois: 
si 0 < ax + by < a alors les 4-voisins de P = (x, y) sur la droite sont Est(P) et 
Nerd(P), 
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Fig. 20. Vue “en perspective” du plan 0 g 6x + 13~ + 17z < 36 avec des faces texturbs. 
si a < ax + by < b alors les 4-voisins de P = (x, y) sur la droite sont W(P) et Ouest(P), 
si b < ax + by < a + b alors les 4-voisins de P = (x, y) sur la droite sont Ouest(P) 
et Sud (P). 
(5) La configuration fleur est la seule dun plan non Cpais sans trou oh on trouve 
a la fois un point P et Haut(P) et Bas(P). 
Considerons maintenant les huit configurations locales de la proposition predd- 
ente. Toutes sont evidemment des ombrelles. On a done la. 
Proposition 3.3. En tout point d’un plan non ipais sans trou les carrPs incidents forment 
une et une seule ombrelle. 
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La Fig. 20 montre une partie du plan 0 d 6x + 13y + 172 < 36. On y remarque 
toutes les ombrelles possibles d’un plan non Cpais sans trou sauf le replat (cf. la 
Remarque 2 ci-dessus). 
3.3. Preuve du ThCorPme 3.1 
Les Propositions 3.1 et 3.3 assurent qu’un plan non Cpais ans trou, muni du graphe de 
6-connexite t de l’ensemble de tous ses car&, est une variete combinatoire de dimension 
2 sans bord. La connexiti de cette variete est un corollaire du rtsultat suivant de [l] : 
Proposition 3.4. Tout plan arithmttique de vecteur (a, b, c), avec 0 < a < b < c, c > 0, 
dont l’kpaisseur w vtrifie l’in&galitti w > b + c est 6-connexe. 
Ce qui termine la preuve du Thtoreme 3.1. 
Rappelons que toutes les ombrelles possibles dun plan non Cpais sans trou sont 
donnees par la Proposition 3.2. Remarquons encore qu’un plan d’epaisseur differente 
de a + b + c n’est pas une variett ayant pour faces des carres, car certaines de ses 
a&es sont incidentes a trois cart-es i w > a I- b + c (Lemme 3.4) ou a moins de deux 
si w < a + b + c (Lemme 3.3). 
4. Orientabilitd et planaritd 
Les deux proprietes du plan non epais sans trou present& dans cette section 
renforcent l’analogie entre ce plan et le plan euclidien usuel. 
Nous donnons tout d’abord une preuve de l’orientabilite de ce plan en tant que 
variite combinatoire sans bord de dimension 2. 
Tout carre est dans un plan orthotrope. Appelons orientation positive d’un carre 
l’orientation induite par l’orientation positive usuelle de son plan orthotrope, et 
orientation ntgative l’orientation opposee. On verifie aisement que, dans tout plan 
orthotrope, l’orientation positive dun carre se transporte par adjacence n l’orienta- 
tion positive de tout autre carre. En considtrant les huit cas possibles d’ombrelle dans 
les plans non epais sans trou (Proposition 3.2), on virifie aisement que l’orientation 
positive de tout car& se transporte par adjacence en l’orientation positive de tout 
autre carre de la m&me ombrelle; de la m&me faGon sachant que toute ombrelle qui en 
intersecte une autre l’intersecte n au moins un car& l’orientation positive de tout 
carrt d’une ombrelle se transporte par adjacence n l’orientation positive de tout carrt 
de toute autre ombrelle. Nous avons done obtenu le 
Thdodme 4.1. Tout plan non Cpais sans trou est orientable. 
La planarite du graphe de 6-connexite dun plan non Cpais sans trou peut &tre 
obtenue par le critere suivant. 11 suffit de montrer qu’en plongeant ce graphe dans un 
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plan euclidien de facon que, les sommets Ctant plonges en des points et les a&es &ant 
plongees en les segments de droite reliant les plongements de leurs sommets incidents, 
ces segments, extremites exclues, ne se coupent pas. Pour le plan arithmetique defini 
par les inegalites 
0 < ax + by + cz < w 
il suffit de prendre comme plan de plongement de ce cridre de planariti le plan 
euclidien de R3 d’equation ax + by + cz = 0. La preuve est Clementaire t fastidieuse, 
done laissee au lecteur. Nous pouvons done Cnoncer le 
ThCordme 4.2. Le graphe de 6-connexite d’un plan non 6pais suns trou est planaire. 
5. Conclusion 
Nous avons montre que dans le plan arithmitique non tpais sans trou la relation de 
6-connexite induit canoniquement une structure de varitte combinatoire de dimen- 
sion 2 sans bord, connexe, orientable et dont les faces sont des carres Cltmentaires. Ce 
resultat, accompagne de la planaritt de son graphe de 6-connexite, constitue un 
analogue discret du plan euclidien usuel. Nous avons aussi decrit l’ombrelle de tout 
point dun tel plan, i.e. l’ensemble des car& incidents a ce point, en fonction de la 
valeur en ce point de la forme lineaire definissant le plan. 
A partir de ces resultats plusieurs voies de recherche s’imposent. 
(i) 11 est intiressant d’etudier le voisinage dun point dans un plan non epais sans 
trou au deld de son ombrelle. Des resultats deja obtenus montrent encore plus de 
structure que les seules ombrelles; p. ex. un point P est un coin entrant ssi Haut(Nord 
(P)) est un coin saillant; P est un pli entrant ssi Haut(P) est un pli saillant. 
(ii) 11 serait aussi interessant d’etudier dans quelle mesure un plan entre dans les 
definitions de surfaces disc&es publites [ 15,10,9,11,14], puisqu’un plan arithmb 
tique est naturellement pretendant a Ctre qualifie de surface discrete. 
(iii) On peut conjecturer que le classique theoreme de Jordan discret dans Zz [17] 
admet un analogue dans un plan non epais sans trou, la 6-connexite yjouant le role de 
la 4-connexite dans EZ et un analogue evident de la 8-connexite y est a dtfinir. Un tel 
resultat menerait a des algorithmes necessaires en imagerie, comme celui de localisa- 
tion d’un point par rapport a une courbe femee dans un tel plan. Ce qui est vise de 
facon generale est de pouvoir travailler dans un plan discret a l’image des travaux 
effectues dans Z2. 
(iv) Comme il est preconise dans [6, 71, et pratiquement fait dans [3], on peut 
dtfinir facilement un disque topologique dans un plan non Cpais sans trou n: soit 
X une union finie de cart& de n dont le bord (i.e. l’ensemble des a&es de X incidentes 
a un carre qui nest pas dans X) est un cycle tlementaire du graphe de 6-connexitt. On 
peut developper une thtorie des polyedres discrets dont les faces sont de tels disques. 
De plus, ces polyedres sont manipulables topologiquement comme les polyedres 
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usuels, avec les thtoremes, operateurs, structures de donnees, algorithmes, logiciels et 
methodes de la modtlisation geometrique a base topologique deja eprouvtes (cf. p. ex. 
[2]). Par exemple, et pour se restreindre a un seul disque X dans Z7, en considerant le 
complementaire de X dans n comme une seule face dite infinie, on peut appliquer la 
formule d’Euler 
s-a+f=l 
oti s = Card (X), a est le nombre d’aretes dans X et f est le nombre de car& de X; on 
a de plus l’egalite 
qf+p=2a 
oti p est le mombre d’aretes de la face infinie. 
(v) Une voie de recherche naturelle est de tenter de munir d’une structure de variett 
combinatoire tout plan arithmetique, en imposant que la forme des faces depende de 
l’epaisseur du plan seulement. 11 est aise de le faire, a partir des rtsultats du present 
travail, pour une tpaisseur w verifiant les inegalites b + c < w < a + b + c. I1 est 
possible de le faire pour une Cpaisseur w vtrifiant les intgalites c d w < a + b + c. 
Bien entendu, les questions (i) a (iv) se posent a nouveau pour ces nouvelles varietes. 
(vi) Une autre voie de recherche st celle des pavages d’un plan non epais sans trou. 
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